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INTRODUCTION 
La notion de premier (a gauche) pour un anneau A (avec 6lCment identitC) 
a CtC introduite par Goldman [3], en utilisant une technique qui ne diffkre 
que formellement de la technique de la localisation introduite par Gabriel [2]. 
Soit A un anneau (avec &lCment identid); alors les sous-catkgories localisantes 
de Mod A (la catkgorie des modules a gauche unitaires sur A) sont parfaite- 
ment dCterminCes par les catkgories des quotients de Mod R tel que le 
foncteur canonique a un adjoint k droite [2, ch. III]. Pour introduire la 
notion de “premier”, Goldman utilise les sous-catkgories localisantes de 
Mod A (ou “Kernel functor” selon sa terminologie); dans ce travail nous 
proposons une autre dkfinition de la notion de “premier” qui ne diffkre 
que formellement de la notion introduite par Goldman, mais plus simples 
en constructions, selon notre opinion. 
Le travail a trois parties. Dans la premikre partie, on donne des dkfinitions 
et notions fondamentales, particulikrement on caractkise le systkme localisant 
(2 gauche) d&erminC par un idCal 2 gauche (proposition 1.1). 
Dans la deuxikme partie on donne la definition du premier k gauche pour 
un anneau A (avec ClCment identitC). Le thCo&me 2.3 de cette partie permet 
d’identifier les premiers a gauche et le thCo&me 2.8 ktablit une liaison entre 
les premiers a gauche et quelques idCaux 4 gauche de 3. Le thkorkme 2.10 
montre l’analogie existente entre le concept de premier B gauche et le concept 
d’idCa1 premier dans le cas commutatif: l’anneau d’intCgritC Wsiduel” 
associk et son corps des quotients. Le thkorkme 2.11 caractkrise des 
A-modules des definitions pour un premier 2 gauche de A; une telle caractkri- 
sation fait la liaison entre ma dkfinition et la dkfinition de Goldman [3]. 
Dans la troisikme partie, on applique des rCsultats ci-aprks aus anneaus 
noethkriens 5. gauche. Ici on montre que les premiers k gailche de A (noethk- 
rien B gauche) sont dCterminCs par les injectifs indkomposables de Mod d 
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(voir [2, ch. II pour la notion d’injectif indecomposable]). Comme une 
consequence on obtient le theoreme d’Akizuki pour le cas non-commutatif. 
Le theoreme d’Akizuki est CnoncC pour le cas commutatif [lo, ch. Iv]; 
mon CnoncC est completement analogue en utilisant la notion de “premier” 
a gauche (theoreme 3.2). Le theoreme 3.3 caracterise les A-modules 
co-primaires (primaires selon Goldman). Selon notre opinion la vraie notion 
pour la theorie de decomposition est la notion d’ideal quasi-primaire; nous 
montrons que pour le cas commutatif noetherien cette notion coi’ncide avec 
la notion d’ideal primaire; on donne B cette occasion une nouvelle demonstra- 
tion plus simple du theoreme 6.11 de [3]. 
1. DI?FINITIONS 
Tous les anneaux consider& ont un Clement identite non nul; les mor- 
phismes des anneaux sont unitaires. Tous les modules sont (sauf la mention 
contraire) unitaires et a gauche. Soit A un anneau; par Mod A on note la 
cattgorie des modules a gauche (unitaires) sur A. Soit X un A-module, 
x’ un sous-module de X et x un Clement de X; on note par (X’ : z> I’ensemble 
des elements a de A tels que ax E X’. Particulierement si 0 est le sous-module 
nul de X, on note (0 : x} = Ann(x), c’est-B-dire l’annulateur de x. fividem- 
ment {X’ : LX} est un ideal a gauche de A. 
Soit A un anneau. Nous appellerons g&me localisanf a gauche sur A 
un ensemble F des ideaux a gauche de A, non vide, verifiant les conditions 
suivantes: 
(1) Soit a, a’, des ideaux a gauche de A, tel que a _C a’ et a E F; alors 
a’ EF. 
(2) Si a, a’ EF, alors a n a’ EF. 
(3) SiaEFetxEA,alors(a:x)EF. 
(4) Soit a, a’ des ideaux a gauche de A tel que a EF. Si pour tout 
x E a, {a’ : x} E F, alors a’ E F. 
La notion de systeme localisant (a gauche) sur A co’incide avec la notion 
de systeme topologisant et idempotent des ideaux a gauche sur A definie 
par Gabriel [2, Ch. VJ. Nous considerons plus adequate la terminologie de 
“sysdme localisant”. 
Nous notons par Y(A) I’ensemble des systemes localisants a gauche sur A. 
gvidemment 9(A) n’est pas vide et relativement ?I l’inclusion c’est un 
ensemble ordonne. l?videmment I’intersection (ensembliste) d’un ensemble 
d’elements de 3(A) est encore un Clement de 9?(A). g(A) est un treille 
complet. 
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Soit F une sous-cattgorie pleine de Mod A; on dit [2, Ch. III] que .9 
est une sous-categoric localisante si les assertions suivantes sont remplies: 
(a) Si dans la suite exacte des A-modules: 
X E 9, alors, X’, x” E .9 et inversement. 
(b) Si (XJieI est un ensemble d’objects de 3, alors ui X< E 5 (u est 
la somme directe des modules). 
Soit FE 3(A); notons par s la sous-categoric pleine de Mod B form&e 
des A-modules X tel que pour tout x E X, Ann(x) EF. Alors 9 est une 
sous-cadgorie localisante de Mod 3, et la fonction F + 9 est une bijection de 
9(A) sur l’ensemble des sous-categories localisantes de Mod -4 [Z, Ch. V, Z]. 
Soit F E 3(A) et X E Mod A; on dit que X est F-fermi’ si pour tout a E F 
et tout morphisme des A-modules f  : a +- X il existe un unique morphisme 
des A-modules f  : A + X en prolongeant f. PvTous notons par ‘3(F) la sous- 
categoric pleine de Mod A form&e par tous les A-modules F-fermes, par 
S, : V(F) --z Mod A le foncteur inclusion et par TF un adjoint a gauche, 
exacte de SF [2, Ch. III]. On dit que TF est le foncteur canonique; nous 
considerons de facon tacite les foncteurs TF et S, . 
On considere toujours que TF o S, est le foncteur identique de V(F). 
De m&me on note par $(F) : Id Mod A --f S, 0 TF une f&he d’adjonction. 
Nous utiliserons de facon libre des resultats de [2, Ch. III et VJ- 
Soit X un A-module; on note par E(X) l’enveloppe inject&e de X et par 
F(X) l’ensemble des ideaux a gauche a de A tel que Hom,(A/a, E(X)j = 0. 
gvidemment F(X) est un &ment de 9(A) et pour tout FE 3(A) il existe 
un objet X de Mod A tel que F = F(X) (p ar exemple un cogen6rateur de 
g(F) consider6 de facon canonique dans Mod iz). 
Soit a un ideal a gauche de A; on note F(-4/a) = F, . 
PROPOSITION 1.1. S&t a un &al & gauche de l’anneau A. Ah F, est 
forme’ par les id&au & gauche b de A tels que pour tout x1 $ a, xp E A il existe 
y  E A de fapn que ysl 4 a et yxe E 6. 
Dkmonstration. Soit Q l’enveloppe injective de A/a et b EF, ; alors 
Hom,(A/b, Q) = 0. Soit 3c, , xs des elements de A tels que x1 6 a; nous 
admettons que pour tout x E A tel que xxa E 6, on deduit xx1 E a, c’est-&-dire 
(b : ~3 c {a : ~3. M . ars a ors 1 il existe le morphisme canonique non nul (on 
suppose + 6 6) f  : A/{b : x3 -+ A/(a : x1]. Mais A/(a : ~3 est un sous-module 
de A/a. La contradiction est evidente. 
InversCment, soit b un ideal a gauche de A en vQiiiant l’hypothese de 
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I’CnoncC; si b $F,, alors il existe un morphisme non nul des A-modules 
f  :4/b-Q. 
Soit x, E A tel que LV~ (l’image canonique de xg dans ,4/b) est non nul et 
tel que 0 +f(%J E A/a, c’est-a-dire il existe x, E A ainsi que %r =f(~~) 
(or sera l’image canonique de x1 dans ,4/a). Mais alors il existe x E A tel que 
xx1 $ a et xxa E b, done xf(.%$) =f(%s) = %%r = 0. Contradiction. 
Observation. Si a = 0 (I’idCal nul de A) alors F,, est I’ensemble des 
ideaux denses a gauche de A (voir [5, pag. 961). 
COROLLAIRE 1.2. Soit A un anneau commutatzy et a un idial de A. AZOES 
F, est forme’ par tous les idkaux b de A tel que pour tout x E A de fa,con que 
bx _C a, alors x E a. 
Dhonstration. Soit b E F, et x E A tel que bx C a; si x $ a alors conforme- 
ment a la proposition ci-dessus on deduit qu’il existe y  E A tel que yx $ a 
et y  E b. Contradiction. 
Inversement, si b verifie I’hypothese de 1’CnoncC et b $F, alors il existe 
x1 4 a et x2 elements de A tels que (b : x2} _C {a : x1}, conformement a la 
proposition ci-dessus. Mais alors b C (b : x2) done, bx, _C a. Contradiction. 
Soit FE g(4) et X un A-module tel que F(X) = F; on dit alors que X 
est un module de d$inition pour F; Cvidemment, un module de definition 
pour F n’est pas unique. S’il existe un ideal a gauche a de A tel que F, = F, 
on dit que a est un idial de dt$nitiofa pour F. 
Nous utiliserons ensuite le lemme suivant: 
LEMME 1.3. Soit X un A-module injectif. Alors TFtx)(X) est un cogthkateur 
injectif de V(F(X)). 
Dbmonvtratioz. En effet, d’aprb [2, Ch. III, 3, corollaire 21, on deduit 
que TFcK)(X) est un injectif de V(F(X)). Si Y est un objet de Ce(F(X)), alors 
le groupe Homwt,(,n(Y, TF(,&X)) n’est pas nul selon la definition de F(X). 
Done T&X) est un co-generateur injectif de ‘%?(F(X)). 
2. LE SPECTRE A GAUCHE D'UN ANNEAU 
DEFINITION 2.1. Soit A un anneau et FE g(A); on dit que F est un 
“premier” a gauche de B si la categoric g(F) a un seul type d’objets simples 
dont I’enveloppe injective est un co-generateur de g(F). 
Soit F un premier a gauche de A; alors V(F) a un seul type d’objets simples 
U, ou U (s’il n’existe pas de danger de confusion); nous notons par QF 
ou Q l’enveloppe injective de U, ; alors S,(Q) sera un injectif indecomposable 
de Mod A [2, Ch. III]. 
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EEhlME 2.2. Soit F un premier L? gauche de A. Azjec bs notations ci-dessus 
on a: F = F(SF(QF)). 
De’monstration. Soit 9 la sous-catkgorie localisante de Mod A dCterminCe 
de F; un module X est dans F si et seulement TF(X) = 0; done on a: 
Inversement, soit Y un A-module tel que Hom,(Y, SF(QF)) = 0; alors 
Homw:(,)(T,(Y), QF) = 0, done T,(Y) = 0, c’est-i-dire Y E .F. 
Le thCo&me suivant nous permet d’identifier des premiers 2 gauche pour 
un anneau I-1. 
THBORBME 2.3. Soit A un anneau, FE 9(A), X un objet simple de V(F), 
E(X) l’enveloppe kjective de X et Q = S,(E(X)). Alws F(Q) est un premier 
2 gauche de A. 
Dkonstration. Soit 9 la s ous-catkgorie localisante de 9?(F) form&e par 
tous les objets Y tels que Horn+& Y, E(X)) = 0. Soit %? la catkgorie quotient 
de V(F) par F, T’ : V(F) --f 59 le foncteur canonique et s’ urn adjoint k 
droite de T’. l?videmment T’(X) est un objet simple de V; d’aprks le lemme 
1.3 on dCduit facilement que T(E(X)) t es un cogknkrateur de ?Z. D’autre 
part, on voit que G? est canoniquement equivalent avec +?(F(Q)). Pour fink 
il faut prouver que V? n’a qu’un type d’objets simples. En effet, si X’ est 
un objet simple de %‘, alors Horn&X’, T(E(X))) + 0 done X’ est canonique- 
ment isomorphe a T(X). c.c.t.d. 
COROLLAIRE 2.4 (l’existence des premiers & gauche pour tout anneau). 
Soit A un anneau et m un id&al maximal iz gauche de A. Aloes F, est un premier 
h gauche de A. 
Tout Gultera d’aprb la proposition prC&dente. 
Soit F un premier 2 gauche pour l’anneau A; U un objet simple de V(F): 
E son enveloppe injective et Q = S,(E); tkidemment E et Q sont injectifs 
indkcomposables et F = F(Q). C’est-A-dire F est dCfinie par un injectif 
indkcomposable. Soit Q un injectif indkomposable de Mod A; on dit que 
Q est un injectif indkomposable premier si F(Q) est un premier 2 gauche de A. 
PROPOSITION 2.5. Soit Q un injectif indtkomposable de Mod A. Les asser- 
tions suivantes sont kquizjalentes: 
(1) Q est un injectif ind&omposable premier; 
(2) I1 existe un &ment FE 9?(A) et un objet simple non nul CT de G?(F) 
tel que Q N S,(E(U)) (E(U) l’enveloppe injective de U). 
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DtGnonstration. (1) * (2) Soit U un obiet simple de V(F(Q)); alors 
T,(,,(Q) est I’enveloppe injective de U, selon le lemme 1.3. 
L’implication (2) * (1) resultera d’apres le theoreme 2.2. 
COROLLAIRE 2.6. Soient Q, Q’ dew inject@ indecomposables premiers de 
Mod A. Les assertions suivantes sont e’quivalentes: 
(1) Q-Q'; 
(2) F(Q) = FCQ'). 
Tout r&&era d’apres ci-dessus. 
COROLLAIRE 2.7. I1 y  a une bijection entre l’ensemble des premiers a gauche 
de A et l’ensemble des inject@ indecomposables premiers de Mod i4. 
Soit Q un injectif indtcomposable de Mod A; alors pour tout sous-module 
non nul X de Q, F(X) = F(Q); p ar icu ierement t 1 si x est un Clement non nul 
de Q et a = Ann(x), alors F(Q) = i;h, c’est-a-dire F(Q) a toujours un 
ideal de definition. Particulierement si F est un premier a gauche pour A, 
alors F a un ideal de definition. Nous determinons les ideaux a gauche 
a de A tels que F, est un premier a gauche de A. 
THI$ORI?ME 2.8. Soit FE 3(A). Les assertions suivantes sont equivalentes: 
(1) F est un premier h gauche de A. 
(2) II existe un ideal h gauche Q, de de@ition pour F tel que si b est un 
ideal h gauche de A ainsi que b 3 a et b f  a, alors b E F. 
DtGnonstration. (1) 3 (2). Soit U un objet simple de Q(F), x un Clement 
non nul de S,(U) et a = Ann(x). fividemment, F = F(S,( U)) = F, . De 
plus pour tout sous-objet non nul X de S,(U), on a: Tr(Sr(U)/X) == 0. 
En effet, on utilise la suite exacte: 
oti i est I’inclusion canonique; on observe que Tr(i) est un isomorphisme 
de g(F). Soit b un ideal a gauche de A tel que b 1 a et b # a; alors X = b/a 
est un sous-objet non nul de S,(U) et de la suite exacte: 
0 + b/a +- A/a + A/b -+ 0 
on deduit que A/b est isomorphe a un sous-objet de S,(U)/b/a; done 
Hom,(A/b, Q) = 0, oh Q est l’enveloppe injective de S,(U) c’est-a-dire 
bEF, =F. 
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(2) 3 (1) Nous observons que a est un ideal irreductibie; en e&t, 
si b, , 6, sont deux ideaux a gauche de A tels que a = 6, n 6, et a f  b, I 
a f  b, , ondCduitquebi,b,~Feta~F,; contradiction selon la definition 
de F, . Done a est irreductible. 
Soit Q l’enveloppe injective de A/a; Cvidemment Q est un injectif inde- 
composable. Soit U = T,(A/a) C T(Q). Bvidemment U f  0; de plus U est 
simple. En effet si X est un sous-objet propre de X, alors d’apres le diagramme 
suivant, canonique, construit: 
on deduit que S,(X) n A/a = Y f  0 (S,(U) est une extension essentielle 
de A/a 12, Ch. III, 21). Done Y = b/a oti b est un ideal 2 gauche de A 
contenant a et distinct de a; on deduit que b E F. Mais alors si i : b/a --f &a 
est l’inclusion canonique, on deduit que TF(E’) est un isomorphisme. Contra- 
diction, selon la definition de X. 
Pour fink-, on voit que TF(Q) est un cogenerateur injectif de g(F), selon 
le lemme 1.3; done tout objet simple de g(F) est isomorphe a I/‘. 
Observation. La condition (2) du theoreme 2.8 est verifiee pour un 
ideal 5 gauche a si et seulement si pour tout x, y, x E A, tel que x, z $ a 
ii existe u E A ainsi que ux $ a et uy E a + Ax. Un ideal B gauche a de A, 
v&-ifiant la condition precedente s’appellera super-premier (2 gauche) et F, fe 
premier h gauche associe’. 
COROLLAIRE 2.9. &it A un antleau commutatif. Un. e’lkment F de V(A) 
est alors un premier si et seulement si F = Fp 012 p est un ide’al premier de A. 
De’monstration. Soit F un premier de 4; alors, conformement au theoreme 
precedent F I= Fp oh p est un ideal de A verifiant la condition (2). JMais 
selon le corollaire 1.2, on deduit que p est premier. Inversement, si p est 
un ideal premier de A, alors pour tout ideal a de A tel que a 1 p et distinct 
de p, on deduit que a f  Fp , selon le corollaire 1.2; c’est-a-dire Fp est un 
premier de A. 
On voit que dans un anneau commutatif un ideal est super-premier si 
et seulement s’il est premier. 
Soit F un premier a gauche de A. On considere un objet simple non nul 
de V(F), E, son enveloppe injective, KF = S,(U,) et QF = SF(E); evidem- 
ment les objets U, , E, , KF , Qp sont definis par F a un isomorphisme p&s. 
On note de m&me par k, le corps HomVcF)(u,. , U,); k, s’appellera le corps 
residue1 de F. KF est consider6 comme un sous-objet de QF . 
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THEOR~XME 2.10. Soit A un anneau et F un t%nent de ‘3’(A). Les ajknations 
suivantes sent equivalentes: 
(1) F est un premier a gauche de A. 
(2) F a un module de d@u’tion X tel que pour tout sous-module x’ de X, 
tout mo~phisme non nul des A-modules f de x’ duns X est un monomorphisme. 
Demonstration. (1) 3 (2). Soit X = KF , x’ un sous-module de X et 
f : x’ --+ X7 un morphisme des A-modules; si Ker f + 0 on deduit que 
Im f est un objet de 9 en utilisant la suite exacte: 
et observant que TF(i) est un isomorphisme de V(F) selon la definition de X. 
Contradiction avec la definition de X, done Ker f = 0. 
(2) * (1) Nous montrons que X est coirreductible. En effet, si X1 , Xs 
sont deux sous-objets non nuls de X, tels que X1 n Xa = 0 alors la somme 
X, + Xa est directe et il y  a un morphisme non nul de X, + X, dans X, 
qui n’est pas un monomorphisme; contradiction. 
Soit Q l’enveloppe injective de X. Nous montrons que Q est un injectif 
indecomposable premier. Pour cela il suffit de montrer que TF(X) est un 
objet simple de g(F), c’est-a-dire pour tout sous-objet non nul X’ de X on a: 
Hom,(X/X’, Q) = 0. En effet, soit X’ un sous-objet non nul de X tel qu’il 
existe un morphisme non nul f : X/X’ -j Q. Soit p : X + X/xl, le mor- 
phisme canonique. Gvidemment Ker( f 0 p) 3 X’ et Im( f 0 p) n X = 2 f  0. 
Alors 2 = (f 0 p)(X,) oh X1 est un sous-objet convenable de X contenant x’. 
La restriction de f a X1/X’ definit un morphisme t : X1/X’ -+ 2. La 
restriction de p 5 X1 definit un morphisme 1: XI + X,/X et t o 1 est un 
morphisme de Xr dans X non nul qui n’est pas un monomorphisme. 
Contradiction. Tout decoule normalement. 
COROLLAIRE 2.11 (Goldman [3]). Soit F un el&zent de 9(A). Les assertions 
suivantes sont equivalentes: 
(1) F est un prenaia a gauche de A. 
(2) F a un module de dtfinition X tel que pour tout sous-module non nul 
x’ de X, on a: Hom,(X/X’, Q) = 0, Q e’tant l’enveloppe injective de X. 
Demonstration. D’apres le theoreme precedent, il suffit de prouver que 
(2) + (1). En effet, soit X un A-module verifiant les conditions de l’enond, 
x’ un sous-module non nul de X et f : x’ + X un morphisme non nul 
des A-modules. 
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f  est un monomorphisme; en effet si Kerf f  0, de la suite exacte: 
0 -+ Kerf+ X’ + Imf+ 0 
on deduit que Hom,(Imf, Q) = 0; contradiction. 
THBOR~IE 2.12. Soit F un premier & gauche de A, aoec les zotations 
ci-dessus on a: 
(1) kF est le corps rt!siduel de l’anneau local Hom,((2, , Q,). 
(2) Pour tout sous-objet non nul X de K-, , l’anneau Hom,(X, X) est 
un anneau i&g:l.e ayant IME corps des quotients h gauche isomorphe h k, . 
D&monstration. Q, est injectif indecomposable, done, Hom,(QF, QZF) est 
un anneau local dont l’ideal maximal est forme par les elements f tel que 
Kerf f  0. Soit f~ Hom,(Q, , QF), tel que Kerf rf 0. Alors Kerf l KF . 
En effet si X = Kerfn KF , alors X f  0. Si X f  KF , on deduit que 
TF(KFiX) = 0, parce que TF(KF) = UF est simple, et TF(z) est un isomor- 
phisme. Done KJX E 9, la sous-categoric localisante associee &F. Contradic- 
tion. Done X = K, . 
Soit f  un automorphisme de QF ; alors f(KF) = KF ~ En effet de la suite 
exacte de G?(F): 
on deduit dans Mod A la suite exacte: 
0 - K, - 0, --f S,(E,/Tj,). 
On deduit d’ici que QF/KF ne contient des sous-objets non nuls de 9. Done 
si KF gf(KF), on deduit comme ci-dessus que KF/(KF nf(K,)) est dans .F; 
contradiction. Alors KF Cf(KF). E n raisonnant de man&e analogue pour 
f-l on dcduit que KF Cf-l(KF); doncS(K,) = KF . 
Si f est un automorphisme de QF , nous avons vu que f  (Kf) = K, , 
done f  induit un automorphisme de KF , note f. On voit facilement que 
l’associationf wf est un morphisme des anneaux de l’anneau Hom,4(Q, , Q,) 
sur l’anneau Hom,(K, , KF) = k, . 
(2) Soit X un sous-objet non nul de KF et f~ Hom,(X, X); ii existe 
alors un morphisme f' : QF --f QF en prolongeant f,  Cvidemment si f f 0 
on deduit que Ker f’ = 0, done f’ est un automorphisme de QF ; d’apres 
ci-dessus on deduit que f ‘(KF) = KF , done f' definit un Clement a(f) de k, 
(on identifie canoniquement Hom,(K, , KF) avec kF). Nous montrons que 
a(f) est uniquement dttfini par f.  En effet si f ‘,S” sent deux automorphismes 
de QF en prolongeant f,  on deduit que (S’ -fb)(Kp) = 0, done f’ et S” 
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coi’ncident sur KF . On voit facilement que la fonction f t+ a(f) est un 
morphisme des anneaux de Hom,(X, X) dans k, . 
Pour finir nous montrons que tEF est le corps des quotients de Hom,(X, X) 
(nous identifierons Hom,(X, X) avec l’image de a). Soit pour cela f un 
ClCment non nul de k, et i : X -+ KF l’inclusion canonique. Alors on a le 
diagramme canonique construit: 0 > x\f i/KF 
Im(fo i; 
oh j est l’inclusion canonique et t un isomorphisme. 
Soit u un isomorphisme de Im( fo i) sur X; alors u 0 t est un endomor- 
phisme de X. On voit facilement que le prolongement de f 0 i a KF est f 
et le prolongement de j a KF est lKF ; done le prolongement de t a KF est f. 
Soit v = u 0 t. Nous pouvons considerer u comme un endomorphisme de X, 
alors on a: a(v) = a!(~) of, oh a(v), CZ(U) sont les prolongements de v et u a KF; 
Cvidemment, on a: f = a(u)-’ 0 a(v). Le theoreme est completement prouve. 
Soit A un anneau commutatif et a un ideal de A; alors a est premier 
si et seulement si -A/a est un anneau integre, c’est-a-dire si et seulement si 
pour tout sous-module X de A/a, tout non nul morphisme des A-modules 
de X dans A/a est un monomorphisme; la m&me chose est valable et dans 
le cas non-commutatif mais sous une forme modifie. 
COROLLAIRE 2.13. Soit F E C!?(A). Les assertions suivantes sont bquivalentes: 
(1) F est un premier 2 gauche de A. 
(2) II existe un idial h gauche a de A de d$inition pour F, tel que pour 
tout sous-module X de Ala tout uon nul morphisme des A-fnwdules de X duns 
A/a est un monomorphisme. 
Tout resultera d’apres le theoreme 2.11. 
Voik une application immediate des resultats ci-dessus. 
THI~OR~ME 2.14. Soit A un anneau. Les assertions suivantes sont iquivalentes: 
(1) L’idkal nul de A est super-premier (2 gauche). 
(2) A est un domaine de Ore 2 gauche [5]. 
Dbmonstration. (1) * (2) En effet, conformkment au theoreme 2.10, on 
deduit que Hom,(A, A) a un corps des quotients a gauche; done A est un 
domaine de Ore. 
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(2) 3 (1) Soit K le corps des quotients Q gauche de J; alors K est 
l’enveloppe injective de A. Pour finir il suffit de montrer que pour tout 
ideal B gauche non nul a de A, on a: a EF~ (proposition 1.1). En efIet soit y  
un Clement non nul de a, et x1, x2 des elements non nuls de A. Alors il 
existe des elements non nuls u, v  de -4 tels que UX? = vy; Cvidemment 
u.zi + 0. On peut appliquer la proposition 1.1. 
Soit d un anneau et a un ideal Z+ gauche de A; on note par 8, ou B, 
l’ensemble des elements N de A tels que a~ C a; Cvidemment B est un sous- 
anneau de A, Q savoir le plus grand sous-anneau de A dans lequel a est 
un ideal bilatere. On voit facilement que l’anneau quotient B/a est canonique- 
ment isomorphe a Hom,(A/a, A/a). 
Soit a un ideal bilatere de A; on dit que a est Sort premier B gauche si 
l’anneau Aja est un domaine de Ore B gauche. 
COROLLAIRE 2.15. Soit a un idial k gauche de A super-premier. Alors a 
est un idial fort premier & gauche dans l’anneau B, . 
D&onstratiou. Tout resultera d’apres le theoreme 2.10. 
Soit A un anneau; on note par Speg(A) l’ensemble des premiers a gauche 
de A. Nous esperons que Speg(A) joue le meme role pour l’anneau .4 comme 
Spec(A) dans le cas commutatif. 
3. APPLICATIONS AUS ANNEALS N~ETHBRIENS 
Soient A un anneau et a un ideal B gauche super-premier de A, x un 
element de A n’appartenant pas 8. a, alors (a : X> est un idCal a gauche super- 
premier de A et F, = FC,,+ . gvidemment tout ideal 2 gauche maximal est 
super-premier. Soit F un premier a gauche, alors selon le thCor&me 2.8 il 
existe un ideal a gauche super-premier de A, de definition pour F; on 
appellera un tel ideal associe’ a F. I?videmment un premier 2 gauche de A 
a en general plusieurs ideaux a gauche super-premiers associes. 
Soit A un anneau; nous notons par Sp(A) 1’ ensemble de types des injectifs 
indkomposables de Mod A [2, Ch. 117; Sp(A) s’appeliera le spectre de 
Mod A. II existe une injection canonique 01 de Speg(9) dans Sp(A), tel que: 
pour tout FE Speg(A) a(F) = QF . Nous nous demandons dans quelles 
conditions cette injection est-elle une surjection, c’est-&dire une bijection ? 
Voila une reponse partiale a ce problkme. 
THI~OR&E 3.1. Soit A ufz anneau noethhien h gauche; aloes la fonction 
CI : Speg(A) + Sp(A) ci-dessus, est une bijection, c’est-&dire tout injectij 
indtkomposable est premier. 
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Dtkmstration. Soit Q un injectif indCcomposable de Mod A et F = F(Q). 
Alors la cattgorie V(F) est localement noethkrienne [2, Ch. 117 done elle 
contient un objet X, noethCrien et non nul. Mais X a sous-objets maximaux 
propres, done %7(F) d a es objets simples non nuls. Soit Q’ = TJQ); d’apres 
le lemme 1.3 on sait que Q’ est un cogCnCrateur de g(F); mais ,Q’ est encore 
un injectif indCcomposable et on dCduit qu’il contient tout objet simple 
de @T(F). D’ici r&&era que V(F) n’a qu’un seul type d’objets simples non 
nuls. Alors F est un premier % gauche, selon la dCfinition 1.1, c’est-g-dire 
Q est un injectif indCcomposable premier de Mod A. 
VoilP une application immCdiate de ce thCor&me. 
TH~OR$WE 3.2 (ThCor&me d’dkizuki pour le cas non-commutatif). Soit 
A un anneau. Les assertions uivantes sent iquivalentes: 
(1) A est un anneau artinien k gauche. 
(2) A est un anneau noeth&kn 6 gauche et tout id&al k gauche super- 
premier de A est maxi.mal (c’est-&dire tout premier & gauche de A est maximal). 
DLmonstration. (1) * (2) 11 est classique le fait que tout anneau artinien 
$ gauche est noethCrien B gauche [4]. Soit Q un injectif indCcomposable 
de Mod A; alors Q contient un sous-module artinien non nul, done un 
simple; on dtduit que tout premier a gauche de A ?+ un idCal de dtfinition 
qui est maximal, c’est-Q-dire tout premier a gauche de A est maximal. 
(2) 2 (1) Montrons que tout A-module B gauche sur A contient 
un simple non nul. Soit X un A-module g gauche non nul; alors E(X) 
I’enveloppe injective de X est une somme directe des injectifs indCcom- 
posables non nuls [2]. 11 existe done un injectif indCcomposable & contenu 
dans E(X); Cvidemment ,Q n X f  0. Mais Q contient un simple non nul U, 
et Un X+0; done UCX. 
Pour tout n. nature1 nous notons par a, le idCal 2 gauche de A construit 
par recurrence tel que: 
- a,, est le socle de A, c’est-g-dire la somme des idCaux g gauche minimaux 
de A. 
- a, est tel que a,Ja,-, est le socle de A/and1 . On a alors: a, C a, C a-0 C 
a, C .... Parce que A est noethCrien on dCduit qu’il existe un n tel que 
a, = A, en utilisant le fait que tout A-module non nul contient un sous- 
module simple non nul. Pour finir on observe que a,/a,-, est une somme 
directe finie des simples. Done A est un A-module de longueur finie, 2 
savoir artinien. 
Soit A un anneau et X un d-module; en suivant Goldman, on dit que 
X est co-primaire si pour tout sous-module non nul x’ de X on a F(X’) = 
F(X), et F(X) est un premier % gauche de A. On dit que F(X) est le premier 
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a gauche associe B X. Voila la caracttrisation des A-modules co-primaires 
pour un anneau noethkien a gauche. 
THBOR~ME 3.3. Soient A UR anneau noethbien ir gauche et X un A-module 
non nul. Les assertion suivantes sont Equivalentes: 
(1) X est co-primaire; 
(2) l?(X), l’enveloppe injective de X est un. d-module isotypique (c’est-&- 
dire une somme directe des modules inject@ indkomposables de m&me type). 
De’monstration. (1) =+ (2) Soit F = F(X); alors, selon le theoreme 3.1 
il existe un injectif indecomposdble Q tel que F = F(Q). Nous montrons 
que tout injectif indecomposable contenu dans E(X) est isomorphe a Q. 
En effet si Q’ est un injectif indecomposable contenu dans E(X), alors 
F(Q’) = F = F(Q); alors Q’ N Q se on 1 Ie corollaire 2.6. l?videmment E(X) 
est isotypique. 
(2) 3 (1) E(X) est une somme directe UierQi des injectifs indecom- 
posables de meme type, c’est-a-dire Qi N Qj pour tout i, j E I. Soit F = F(Qi); 
alors F(Xj < F. Si F + F(X) alors il existe un ideal a gauche a de ;2 tel que 
Q E F et a $ F(X); mais alors il existe un morphisme non nul f  : A/a -+ E(X) 
nous pouvons admettre que A/a est un sous-module de E(X); alors il existe 
II ,..., z,, cz ’ 7 I tel que (Qi u ... JJ pi,) n A/a = I’ f  0. Alors 
mais selon l’hypothese Hom;t(Y, Qi) = 0 pour tout i E 1. Contradiction. 
Done F = F(X). 
Soit X’ un sous-objet propre de X; alors E(X’) est un injectif isotypique: 
et tout injectif indecomposable contenu dans E(X’) est de meme type que 
Qi pour n’importe quel i ~1. Done F(X’) = F(Qij = F(X). 
Soit A un anneau noetherien a gauche et a un ideal 2 gauche de A; on 
dit que a est primaire a gauche si A/a est co-primaire; alors F, s’appellera 
le premier associe de a, ou “radical” de a. 
Dans [3, thtoreme 6.111 Goldman a montre que si A est un anneau 
commutatif noetherien, alors un ideal a est (primaire) comme ci-dessus si 
et seulement s’il est primaire au sens classique [lo, Ch. II]. Nous donnons 
une nouvelle demonstration de ce resultat sans utiliser la theorie de decom- 
position primaire. Nous faisons d’abord quelques considerations. 
Soit B un anneau et a un ideal Q gauche de A; on dit que a est F-quasi- 
primaire si F = F, est un premier B gauche de A. Voihi une caracterisation 
(trts incomplete) des ideaux quasi-primaires dans un anneau commutatif. 
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PROPOSITION 3.4. Soit -4 uz anneau commutatif et a un id&al de A. Les 
assertions uivantes sont bquivalentes: 
(1) a est un id&al p-quasi-primaire (p est un idial premix de A). 
(2) I1 existe un &nwnt x de A, x # a tel que {a : x} = p est un idial 
premier et de fafon que pow tous deux &ments y, x de A aim-i que yz E a 
et y # p on diduit que u” E a. 
Dthomtration. (1) > (2) Soit F, = F, F &ant un premier de A; alors 
il existe un unique ideal premier p de A tel que F = FP (theoreme 2.8). 
Soit Q I’enveloppe injective de A/a, et U = T,(A/p); alors U est un objet 
simple de g(F). Mais selon le lemme 1.3, TF(Q) est un cogenerateur de g(F); 
done UC T&). Mais alors (S, 0 T,)(-4/p) = S,(U) est un sous-objet de 
(S, 0 TF)(Q) EQ. Mais A/p C (S, 0 T,)(A/p), done A/p est canoniquement 
un sous-objet de Q. Alors A/p f~ A/a f  0, et il existe un Clement x E A 
dont l’image x dans A/a est non nulle et 2~ A/p, c’est-a-dire il existe un 
Clement y  E A dont I’image canonique y  dans A/p est 2. Alors: 
AnnF={a:x}=Anny={p:y}=p. 
Soit y, z des elements de A tel que yz E a, et y  $ p; alors Ay, l’ideal 
engendre de y  est dans Fv = F, done dans F, ; mais 4y,z Z a et x E a 
selon le corollaire 1.2. 
(2) + (1) Soit x l’image canonique de x dans *4/a; alors Ann(x) = 
{a : x} = p, done A/p Z -4/a, c’est-a-dire FP > F, . Soit b EF~ ; alors b 
contient un Clement s de A tel que s # p. Soit y  E B tel que by C a; alors 
sy E a et s $ p. Done y  E a et b EF, selon le corollaire 1.2. 
La notion d’ideal quasi-primaire est differente en general de la notion 
d’idtal primaire au sens classique, mais les deux notions coi’ncident dans 
le cas noetherien. 
THBOR~VIE 3.5. Soit A un anneau noethbien, commutatif et a un idkal 
de A. Les assations suivantes sont &quivalentes: 
(1) a est primaire au sens classique t p = G (radical de a [lo]). 
(2) a est p-quasi-primaire (p idkal premier de A). 
(3) A/a est co-primaire. 
Dhzomtration. (1) * (2) Soit b un ideal de A tel que b $FP ; alors 
b C p et pour un nombre nature1 convenable TZ. on a: b” Z a; mais alors b $F, 
(lemme 1.3). Done F, _C FP . Soit b un ideal de A tel que b $ F, ; il existe 
alors un Clement y  E A tel que y  $ a et by C a (corollaire 1.2). Alors b _C p 
etb$F,.DoncF,_CF,. 
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(2) * (3) Soit Q 1’ enveloppe injective de A/a, et E l’enveloppe injective 
de A/p. Q Ctant Fp = F-fermte on dCduit que T,(Q) contient T,(A/p) 
(selon le thCor&me 2.8, T,(A/p) est simple et TF(Q) est un cogCn&ateur 
de V(F) selon le lemme 1.3). Alors A/p C Q et A/p n i3!a f  0; il existe 
done un Gment x de A dont l’image canonique 5 dans A/a est non nulie 
et 3 E A/p; c’est-B-dire Ann(s) = (a : X> = p. On dCduit encore que E C Q. 
Pour finir il faut prouver que tout injectif indCcomposable contenu dans Q 
est isomorphe 5 E. En utilisant le thCo&me 3.1, soit q un idCal premier de d 
tel que E’ l’enveloppe injective de A/q est contenue dans Q. Alors E’ est F,- 
fermCe done T,(A/p) C T,(E’), c’est-a-dire A/p C E’. Alors A/p .!Y A/q f 0, 
et il existe un ClCment x de A tel que x l’image de x dans Alp est non nulle 
et YE A/q; alors Ann(y) = {p : x} = p = {q : y?> = q, y  &ant un ClCment 
de B, tel que 7 = %, 7 ktant l’image canonique de y  dans A/q. Done E’ N E, 
et Q est isotypique. 
(3) 3 (1) Soit Q I’enveloppe injective de a/a; alors Q est une somme 
directe des injectifs indCcomposables isomorphes 5 un injectif indCcomposable 
E. Soit p un idCal premier de A tel que A/p C E. On dkduit comme ci-dessus 
que p contient a. Pour finir il faut trouver que tout autre id&al premier q 
de ,-1 qui contient a, contient de mCme p. 
Soit q un idkal premier de -4 tel que a c q. Si p g q, alors p E Fq , et 
Hom,(&‘p, E’) = 0, E’ &tant l’enveloppe injective de a/q. Alors on d&&it 
que -4/p E Yq , la sous-catkgorie localisante associ&e B F, . Mais selon 12, 
Ch. V, 31, on dCduit que E E S$, c’est-B-dire Hom,(E, E’) = 0. Mais 
alors Hom,,(Q, E’) = 0, Q &ant E-isotypique. Nous avons obtenu une 
contradiction avec le fait que Hom,(A/a, E’) f  0. Done q I p, et p = y’Cr. 
Tout rCsuItera d’aprts [lo, Ch. II]. 
Obsermtiolzs. (1) l’kquivalence (I) o (3) du thCor&me ci-dessus est en 
essence le thttorkme 6.11 de [3], via le thCor&me 3.3. 
(2) On peut montrer 1’Cquivalence (2) o (3) du thCor&me prtcC- 
dent pour un anneau noethCrien 2 gauche de la m&me man&e que dans la 
dCmonstration prCcCdente. 
(3) Soit A un anneau noethCrien Q gauche et a un ideal 2 gauche de A, 
irrCductible; alors A,‘a est co-irrkductible, c’est-L-dire coprimaire; done a 
est primaire. On peut faire une theorie de d&composition pour les idCaux 
2 gauche de l’anneau A, qui est une g&Gralisation naturelle de la thCorie 
de dCcomposition de Lasker-Noether pour le cas commutatif; ici les premiers 
associCs -5 un id&al Q gauche a sont des premiers B gauche de A et ils ne 
dCpendent que de a. 
Nous laissons au soin du lecteur de faire la theorie de d&omposition en 
suivant la thitorie gCnCrale de la dCcomposition [8] et d’Ctablir la liaison 
avec la th@orie tertiaire de dCcomposition de [2], [6]. 
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